Einfiihrung in die Modellierung und
Regelung von Robotersystemen

In diesem Kapitel werden einfiihrend Konzepte zur mathematischen Beschreibung und Regelung von
so genannten Manipulatoren zusammengefasst. Man unterscheidet in der Robotik meist zwischen
Manipulatoren, welche eine feste Basis besitzen, und mobilen Robotern, welche sich durch entspre-
chende Mechanismen im Raum bewegen kénnen. Dabei sei bemerkt, dass mobile Roboter sehr wohl
mit Manipulatoren bestiickt sein konnen. Beispiele sind in Abbildung 4.1 aufgefiihrt. Die weiteren
Ausfithrungen werden sich primér auf Manipulatoren beziehen und sich an den Ausfiihrungen in [1]
orientieren.

(a) Vierachsiger Knickarmroboter (b) Siebenachsiger =~ Manipulator (c) Mobiler Roboter mit Mani-
(©ABB) (©KUKA) pulator (OKUKA)

Abb. 4.1: Beispiele fiir Robotersysteme.

4.1 Grundbegriffe

Ein Manipulator besteht mechanisch aus einer Sequenz von Starrkérpern! (Verbindungselemente bzw.
»Links"), die durch Gelenke bzw , Joints“ miteinander verbunden sind. Diese bilden gemeinsam einen
Arm, welcher auf einer Basis montiert wird. Um tatsdchlich Aufgaben 16sen zu kénnen, ist am Armende
ein so genannter Endeffektor montiert, welcher an die Aufgabenstellung (z.B. Greifen, Schrauben,
Nieten, Schweillen) angepasst ist. Mechanisch gesehen bildet ein Manipulator im Allgemeinen eine
offene kinematische Kette, in dem die beiden Enden des Arms durch eine Sequenz von Links verbunden
sind. Fallen die beiden Enden zusammen, dann spricht man von einer geschlossenen kinematischen
Kette.

Die Verbindungselemente, im Weiteren als Gelenke bezeichnet, ermoglichen die Bewegung des Arms.
Hierbei wird zwischen Drehgelenken und Schubgelenken unterschieden. In einer offenen kinemati-

11m Folgenden wird zur Beschreibung der Verbindungselemente durchgingig der englische Begriff Links verwendet. Damit
sollen sprachliche Mehrdeutigkeiten, z.B. bei der Nutzung des Begriffs Achse, welche als Drehachse interpretiert werden
kann, vermieden werden.
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schen Kette fiihrt jeder dieser Gelenktypen auf eine Struktur mit einem Freiheitsgrad: einer rotatori-
schen Relativbewegung zwischen zwei Verbindungselementen im Fall eines Drehgelenks und einer
translatorischen Relativbewegung zwischen zwei Links im Fall eines Schubgelenks. Typischerweise
werden in der Robotik Drehgelenke aufgrund des vorteilhaften Bauraums, der einfachen Bauweise
(Motor, Getriebeeinheit und Bremse) und deren Ausfallsicherheit bevorzugt.

Der Arbeitsraum eines Manipulator bezeichnet den Teilbereich des R3, den der Endeffektor erreichen
kann. Dieser wird offensichtlich durch die mechanische Konfiguration des Manipulators bedingt.

Die Art und Abfolge der Freiheitsgrade erlaubt eine Klassifikation von Manipulatoren (siehe Abbildung
4.2):

* In kartesischen Manipulatoren sind typischerweise drei Links durch drei Schubgelenke so
miteinander verbunden, dass die drei Raumrichtungen durch die resultierende translatorische
Bewegung im Arbeitsraum bedient werden kdnnen. Dies Konfiguration erlaubt es beispielsweise
hohe Lasten in gro8en Arbeitsraumen zu bewegen (vergleiche Portalkrédne).

* In zylindrischen Manipulatoren wird das der Basis ndchste Schubgelenk durch ein Drehgelenk
ersetzt, so dass sich der Arbeitsraum in der Form eines Zylinders ergibt.

* In sphdrischen Manipulatoren werden das der Basis ndchste sowie das zweite Schubgelenk
jeweils durch ein Drehgelenk ersetzt, so dass sich der Arbeitsraum in der Form einer Kugel
ergibt.

* Die so genannte SCARA-Konfiguration (,,Selective Compliance Assembly Robot Manipulator®)
ist ein Sonderfall der sphérischen Konfiguration. Hier sind die Drehgelenke und das Schubgelenk
so angeordnet, dass alle Bewegungsachsen parallel zueinander stehen. Dieser Typ wird auch als
horizontaler Gelenkroboter bezeichnet.

* In anthropomorphen Manipulatoren werden mit mindestens drei Drehgelenken realisiert. Im
Fall von drei Gelenken ist die Drehrichtung des ersten, der Basis ndchsten Drehgelenks or-
thogonal zu den Drehrichtungen der beiden folgenden, parallel wirkenden Drehgelenken. Im
Gegensatz zu den bereits genannten Manipulatortypen zeichnet sich diese Klasse durch die
ausschlieflliche Nutzung von Drehgelenken aus, wodurch eine hohe Zuverldssigkeit erreicht
werden kann.

In Anwendungen und der Industrie ist die anthropomorphe Konfiguration am Haufigsten anzutreffen.
Dartiber hinaus kdnnen auch Manipulatoren mit geschlossenen kinematischen Ketten klassifiziert
werden (siehe z.B. [1]).

Analog zu den vorherigen Ausfithrungen unterscheidet man bei der Modellierung von Manipulatoren
zwischen der kinematischen und der kinetischen Beschreibung. Zudem wird zwischen der Kinematik
und der differenziellen Kinematik unterschieden.

Die Kinematik von Manipulatoren bescheibt die analytischen Zusammenh#nge zwischen den Gelenk-
positionen bzw. —winkel und der Endeffektorposition und dessen Orientierung. Dem gegeniiber be-
schreibt die differenzielle Kinematik von Manipulatoren die analytischen Zusammenhinge zwischen
den Gelenk-Geschwindigkeiten (rotatorisch und translatorisch) und der Endeffektorgeschwindigkeit
(rotatorisch und translatorisch) in Abhéngigkeit der zugehérigen Manipulator Jacobi-Matrizen.

Hiermit konnen zwei grundséitzliche Probleme der Robotik analysiert werden. Zum einen ist dies die
so genannte Vorwidrtskinematik, auch direkte Kinematik genannt, welche systematische Methoden
umfasst, um aus der Gelenksbewegung die Endeffektorbewegung zu ermitteln, wodurch sich der
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(a) Kartesischer Manipulator (b) Zylindrischer Manipulator (c) Sphirischer Manipulator

.

(d) SCARA (e) Anthropomorpher Manipulator

Abb. 4.2: Zur Klassifikation von Manipulatoren mit offener kinematischer Kette (die Abbildungen entstammen
[1, S. 5-7]). Die markierten Bereiche stellen den Arbeitsraum des Manipulators dar.

Endpunkt des Werkzeugs bzw. des so genannten ,, Tool Center Points“ ergibt. Zum anderen befasst
sich die so genannte inverse Kinematik mit dem umgekehrten Zusammenhang, um die Frage zu
beantworten, wie aus einer vorgegebenen Endeffektorbewegung bzw. Endeffektortrajektorie die
Gelenksbewegung bzw. die Gelenkstrajektorien systematisch ermittelt werden kénnen.

Wie in Kapitel 3 gezeigt wurde, kann unter Bertiicksichtigung der kinematischen Beziehungen der
Einfluss von Kréaften und Momenten auf die Bewegung eines Starrkdrpers mathematisch erfasst
werden, was auf die kinetische Betrachtung fiihrt, welche mathematisch in den Bewegungsgleichungen
(3.87) miindet.

4.2 Direkte und inverse Kinematik

Als Wiederholung sei angemerkt, dass es zur Beschreibung der Position und der Orientierung eines
Starrkorpers ausreichend ist, den Vektor dé gegeben im Inertialsystem (0 xoy020) zu einem Punkt
0; im bzw. auf dem Starrkérper und die Rotationsmatrix Ré zwischen dem Inertialsystem und dem
korperfesten Koordinatensystem (0; x; y121) zu kennen (siehe Abbildung 4.3). Zudem wird auf Ab-
schnitt 2.5 verwiesen, in welchem kombinierte Translationen und Rotationen analysiert wurden,
deren Beschreibung auf so genannte homogene Transformationen gefiihrt hat. Mit der homogenen
Transformation

1 1
RO dO

1
Hy= o1

] , R €SO@) (4.1)

4.2 Direkte und inverse Kinematik
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Abb. 4.3: Position und Orientierung eines Starrkorpers.

und

po = [”10] (4.2)

beziiglich des Koordinatensystem (0gxo o zo) sowie

P, = [pll] (4.3)

beziiglich des Koordinatensystem (0; x y; z1) folgt
Po= H&i’l- 44

In analoger Weise folgt fiir eine Sequenz von m + 1 Koordinatensystemen, welche jeweils translatorisch
und/oder rotatorisch zueinander versetzt sind, die Beziehung

i’O:Hyi’m:H(%le'”Hrrnn—lﬁm' (4.5)

4.2.1 Direkte Kinematik

Fiir Manipulatoren, wie die beispielhaft in Abbildung 4.4 gezeigte Konfiguration, werden hiufig die Be-

griffe Basis—Koordinatensystem bzw. ,base frame*“ (Subskript b) und Endeffektor-Koordinatensystem

bzw. ,,end-effector frame“ (Subskript e) verwendet. Man spricht dann auch z.T. von Frame-Transformationen,
wenn die homogene Transformation (4.5) diese Koordinatensysteme miteinander in Beziehung setzt.

Des Weiteren hdngen die translatorischen und rotatorischen Anteile von den » mechanischen Frei-
heitsgraden ab (vgl. Abschnitt 3.4.2), welche durch die generalisierten Koordinaten g;, j = 1,...,n

bzw. q beschrieben werden. Damit ergibt sich fiir die Konfiguration aus Abbildung 4.4 die homogene
Transformation

R} (q)

Hi@)=| by

dbl(")] , R(-)€SO@). (4.6)
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Abb. 4.4: Position und Orientierung des Endeffektors.

Diese Abbildung zwischen Endeffektor— und Basis—Koordinatensystem liefert eine Darstellung der
direkten Kinematik.

Anmerkung 4.1: Wahl der Koordinatensysteme

Das Endeffektor-Koordinatensystem ist abhingig von der Anwendung zu wéhlen [1]. Im Fall
eines Greifers ist das Koordinatensystem (0., Y.z.) so zu platzieren und zu orientieren, dass
dessen Ursprung 0, im Zentrum des Greifers liegt und die Einheitsvektoren ey,, e,, und e, ein
Rechtshandsystem bilden. Dabei sollte e,, in Richtung des zu greifenden Objekts ausgerichtet
sein, ey, orthogonal zu e, stehen und in die Bewegungsrichtung der Greiferbacken zeigen und
e, entsprechend orthogonal zur Ebene stehen, die durch e,, und ey, aufgespannt wird.

Ein bereits in Kapitel 2 diskutiertes Ergebnis wird zur Illustration dieser Sachverhalte nochmals
aufgefiihrt und angepasst.

Aufgabe 4.12 (Planarer Zwei—-Gelenk-Manipulator). Abbildung 4.5 zeigt einen planaren Zwei—
Gelenk—Manipulator.

4.2 Direkte und inverse Kinematik
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Abb. 4.5: Planarer Zwei-Gelenk-Manipulator.

Bestimmen Sie fiir die dargestellte Konfiguration die homogene Transformation zwischen Basis—
Koordinatensystem (0, xp, V1 2p) und Endeffektor—Koordinatensystem (0o Xe Ve Ze)-

Losung 4.12. Die homogene Transformation (4.6) ergibt sich mit den Ausfiihrungen aus Beispiel 2.4
zu

0 0 0
Co1+py  ~Sp1+¢2 h Cp, + lZC(p1+<p2

Spr+ps Cpr+o2 h Spy t+ 125<P1+<.02
0 0 1

Hj =

(== -

4.2.1.1 Offene kinematische Kette

Im Fall einer offenen kinematischen Kette, wie dies in Abbildung 4.6 beispielhaft dargestellt ist, mit n
Gelenken, welche durch n + 1 Links miteinander verbunden sind, fiihrt auf die rekursive Berechungs-
vorschrift der direkten Kinematik
J_ gl g2 o _ gl s
Hy=HyHy--Hi_ | =Hy Hl_, j=12..n (4.7)

mit Hg = E. Sind die Koordinatensysteme (0y xo yo20) bzw. (0, X5, ¥» 25) beziiglich dem Basis—Koordinatensystem
bzw. dem Endeffektor-Koordinatensystem translatorisch und rotatorisch verschoben, dann folgt

0
Hf = H)HJH, (4.8)
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Abb. 4.6: Homogene Transformationen fiir eine offene kinematische Kette.

wobei die einzelnen homogenen Transformationen von den Freiheitsgraden g abhéngen, d.h. H' =
H{'(q). In Anwendungen werden die Basis— und Endeffektor-Koordinatensystem meist so gewdahlt,
dass Hj und Hy, konstant sind.

4.2.1.2 Denavit-Hartenberg—Konvention

Im Allgemeinen kann die Orientierung der Koordinatensysteme, welche in den Gelenken zwischen
den Links eines Manipulators platziert werden, beliebig sein. Dies kann auf komplizierte und wenig
systematische Formulierungen zur Berechnung der direkten Kinematik (4.7) bzw. (4.8) fiihren. Um
dem Rechnung zu tragen, ist es notwendig, gewisse Konventionen zur Orientierung der Gelenks—
Koordinatensysteme zu definieren. Sehr hiufig wird hierzu die Denavit-Hartenberg-Konvention?
verwendet [3]. Zu deren Illustration wird auf Abbildung 4.7 verwiesen. Die Vorgehensweise gestaltet
sich wie folgt (siehe [4, 1]), wobei durchgingig davon ausgegangen wird, dass die eingefiihrten
Koordinatensystem Rechtshandsysteme sind und eine offene® kinematische Kette vorliegt:

(i) Die n Gelenke zwischen den Links bzw. Armelementen werden durchgidngig nummeriert. Die
zi—Achse des Koordinatensystem (0;x;y;z;), i =0,1,...,n— 1 ist jeweils in die Drehachse des
nachfolgenden (i + 1)-ten Armelements zu legen.

2Es existiert zudem eine modifizierte Denavit-Hartenberg-Konvention, siehe z.B. [2], in der die einzelnen Koordinatensys-
teme anders platziert werden.

3Eine Erweiterung auf geschlossene kinematische Ketten ist moglich, wird jedoch hier nicht weiter verfolgt. Fiir eine
Darstellung der notwendigen Modifikationen wird auf [1] verwiesen.
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Abb. 4.7: Zur Denavit-Hartenberg—-Konvention.

(ii) Der Ursprung 0p des ersten Koordinatensystem ist geeignet entlang der zp—Achse zu positionie-
ren. Wenn moglich, dann sollte das Koordinatensystem (09xg o zp) mit dem Basis—Koordinatensystem
tibereinstimmen.

Die folgenden Schritte sind fiir i = 1,2...,7n—1 zu wiederholen. Die Koordinatensysteme werden
immer an der Lage des vorherigen Koordinatensystem ausgerichtet.

(iii) Der Ursprung 0; des Koordinatensystem (0;x;y;z;) ist in den Schnittpunkt der z;—Achse mit
der gemeinsamen Normalen® der z;_;— und der z;-Achse zu legen. Hierbei sind die beiden
Sonderfille zu beriicksichtigen:

(a) Wenn sich die z;_;— und z;—Achse schneiden, dann wird der Ursprung 0; in den Schnitt-
punkt der beiden Achsen gelegt.

(b) Beiparallelen z;_;—und z;—Achsen existieren unendlich viele gemeinsame Normalen. Hier
wird im Fall einer Verbindung der Armelemente durch ein Drehgelenk der Ursprung 0; so

4Unter der gemeinsamen Normalen zwischen zwei Linien wird die Linie verstanden, welche die kiirzeste Verbindungsstre-
cke zwischen den beiden Linien beinhaltet.
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gelegt, dass fiir den in (vii) eingefiihrten Parameter d; = 0 gilt. Im Fall eines Schubgelenks
wird 0; in eine der translatorischen Begrenzungen gelegt.

(iv) Die x;—-Achse ist entlang der gemeinsamen Normalen der z;_;—und der z;-Achse auszurichten
und zeigt vom Gelenk i zum Gelenk i + 1.

(v) Die y;—Achse ist so zu bestimmen, dass (0;x; y; z;) ein Rechtshandsystem bildet.
Abschliefend sind die folgenden Schritte durchzufiihren:

(vi) Zur Ausrichtung des Koordinatensystem (0, x,y,2,) erfolgt fiir ein Schubgelenk so, dass die
zn—Achse mit der z,,_;—-Achse ausgerichtet wird. Fiir ein Drehgelenk kann die z,,-Achse beliebig
gewdhlt werden.

(vii) Die Ermittlung der homogenen Transformationen, welche die Koordinatensysteme (0; x; y; z;),
i =0,1,...,n zueinander in Beziehung setzen, erfolgt anhand der folgenden Gesichtspunkte
und Konstruktionsrichtlinien.

(a) Die Position und die Orientierung des Koordinatensystem (0;x; y; z;) beziiglich des Koordi-
natensystem (0;_1x;_1 ¥;j—12;—1) gemal} Abbildung 4.7 wird durch vier Parameter bestimmt:

¢ der Distanz a; zwischen 0; und 0;;

¢ der Koordinate d; von 0;. entlang der z;_;—Achse;

¢ dem Winkel a; zwischen der z;_;—und der z;—Achse um die x;—-Achse;

¢ dem Winkel 9; zwischen der x;_;— und der x;—Achse um die z;_;—Achse.

Diese Parameter werden auch als Denavit-Hartenberg-Parameter bezeichnet. Dabei ist zu
beachten, dass a; und a; immer konstant sind und nur von der Verbindungsgeometrie von
Gelenk i abhidngen. Zudem ist nur einer der Parameter d; und 9; variabel und abhéngig
von der Art des Gelenks, welches die Armelemente i — 1 und i verbindet:

* fiir ein Drehgelenk ist g; = 9; zu berticksichtigen;
* fiir ein Schubgelenk ist g; = d; die relevante Variable.

(b) Esist das Koordinatensystem (0;x; ¥ z;7) entsprechend der Darstellung in Abbildung 4.7
einzufiihren. Hierbei ergibt sich (0;/x;y;7z;) aus (0;_1x;-1y;—12;—1) durch Translation um
d; entlang der z;_;—-Achse und Rotation um die z;_;-Achse mit Winkel 9;. Dies fiihrt auf
die homogene Transformation

cyg, —S9, 0 O
i S9: C9; 0 0
Hl — i i 4.9
i-1 0 0 1 d; (4.9)
0 0 0 1
zwischen den Koordinatensystemen (0;-1x;-1y;-1z;—1) und (0;x; yj zj1).
4.2 Direkte und inverse Kinematik
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(c) Das Koordinatensystem (0; x; y;zj") wird translatorisch um a; entlang der x;—Achse ver-
schoben und mit dem Winkel a; um die x;—Achse rotiert. Dies fiithrt auf die homogene

Transformation
1 O 0 a;
; 0 ¢cg. —Sq. O
H = i i ) 4.1
! 0 Sq¢; €Ca O (4.10)
0 O 0 1

Damit ergibt sich die homogene Transformation zwischen den Koordinatensystemen (0;_1 X;_1 yi—12i—1)
und (0; x; y; z;) durch die Hintereinanderausfithrung von Hl.l_l und H l?,, was auf

Co; —S9,Ca; $9; Sa; a;Cy,
; : ; S9. C9;Ca; —C9;Sa; QAiSy;
Hj_,(q)=Hj_H},=|"" "% o : (4.11)
i-1 A 0 Sa; Ca; di
0 0 0 1

fihrt. Hierbei ist H l.i_l(qi) nur von der generalisierten Koordinate g; abhéngig, welche sich
entsprechend der vorherigen Ausfithrungen fiir ein Dreh- bzw. Schubgelenk ergibt.

Typischerweise werden die Denavit-Hartenberg—Parameter a;, d;, a; und 9; fiiri = 1,2,...,nin
Tabellenform angegeben, so dass sich (4.11) unmittelbar auswerten lasst.

(viii) Die homogene Transformation zwischen den Koordinatensystemen (09X yozo) und (0, X5, 5 2n)
folgt entsprechend (4.7) zu

H}'=HyH;---H!_|. (4.12)

(ix) Die direkte Kinematik bzw. Vorwéartskinematik des Manipulators mit offener kinematischer
Kette ergibt sich aus (4.8) mit (4.12) zu

Hf = H)HJ HE. (4.13)

Die in der Denavit-Hartenberg-Konvention auftretende Wahlfreiheit sollte genutzt werden, um
moglichst viele der auftretenden Denavit-Hartenberg-Parameter zu Null zu setzen.
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Beispiel 4.1 (Denavit-Hartenberg—Parameter fiir einen Drei-Gelenk-Manipulator). Es wird der
in Abbildung dargestellte planare Drei-Gelenk—-Manipulator betrachtet. Abweichend von den in Auf-
gabe 4.12 eingefiihrten Koordinatensystemen wird im Weiteren der Denavit-Hartenberg—Konvention
gefolgt.

Abb. 4.8: Planarer Drei-Gelenk-Manipulator.

Die Drehachsen aller Gelenke sind in dieser Konfiguration parallel. Um Punkt (iii)(b) zu erfiillen
und den Parameter d; = 0 zu erzielen, werden die Koordinatensystemen wie in der Abbildung
gezeigt gewdihlt. Die entsprechenden Denavit—-Hardenberg—Parameter sind in der folgenden Tabelle
aufgefiihrt.

Link a; a; di 1‘),’
1 a 0 0 N
2 ay 0 0 192
3 as 0 0 193

Tab. 4.1: Denavit-Hartenberg-Parameter fiir den planaren Drei-Gelenk-Manipulator.

Die Auswertung von (4.11) fiihrt somit unmittelbar auf die homogenen Transformationen

¢y, —S9, 0 ajcy,
; sg.  C9. 0 a;sy. .
H! = ! ! “, =1,2,3. 4.14
1%lo o 1 o |0 'TLEI (4.14)
0 0 0 1

Die Vorwiirtskinematik folgt entsprechend in der Form

CO +0,+0; —SO+0,+0; 0 A1C9, +aA2C9,+9, + A3C9,+9,+9,
H3 _ S191+192+’L()3 6191+192+193 0 a S’L‘)] + d28191+192 + 0351914-1924-193
3= (4.15)
0 0 1 0
0

0 0 1

4.2 Direkte und inverse Kinematik
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Beispiel 4.2 (Denavit-Hartenberg-Parameter fiir einen anthropomorphen Manipulator mit drei
Freiheitsgraden).
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Beispiel 4.3 (Denavit-Hartenberg-Parameter fiir einen anthropomorphen Manipulator mit sie-
ben Freiheitsgraden).
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4.2.1.3 Gelenksraum und Operational Space

Die Vorwirtskinematik (4.13) liefert unmittelbar die Position und die Orientierung des Endeffektor—
Koordinatensystem im Bezug zum Basis—Koordinatensystem bei Vorgabe der einzelnen Gelenksfrei-
heitsgrade g. Sind letztere Funktionen der Zeit q = q (¢) so ergibt sich die entsprechende Trajektorie
des Endeffektors.

Fiir die weiteren Ausfiithrungen wird von der allgemeinen Darstellung der homogenen Transformati-
on

HZ = (4.16)

0%1

RE d;]

Gebrauch gemacht. Diese zeigt, dass die Position des Endeffektors, welche durch dj (q) beschrieben
wird, unmittelbar ablesbar ist. Fiir die Orientierung, die sich durch die 9 Eintrédge in der Rotationsma-
trix R} ergibt, ist dies im Allgemeinen nicht gegeben. Eine Vereinfachung dieser Problematik ergibt
sich, wenn beispielsweise Euler-Winkel (siehe Abschnitt 2.3 ) fiir die Parametrierung der Rotationen
genutzt werden, wobei hier eventuell auftretende Singularitdten zu beachten sind.

Grundsitzlich kann die rdumliche Lage bzw. Pose des Endeffektors durch den formalen Vektor

P
b
in Basis-Koordinatensystem dargestellt werden. Hier beschreiben p} und ¢} die Position des Orien-
tierung des Endeffektors. Die Dimension m < 6 hdngt von der Anzahl der zur Beschreibung der Pose
des Endeffektors notwendigen Koordinaten ab (z.B. planare oder dreidimensionale Konfiguration).
Die Elemente von ¢} stellen die Euler-Winkel des Endeffektor-Koordinatensystem beziiglich des
Basis-Koordinatensystem dar und bestimmen somit die Eintrége in der Rotationsmatrix R, in (4.16).
Diese Darstellungsform mit x; wird typischerweise als , Operational Space”bezeichnet. Hierbei ist zu
beachten, dass ¢} nicht als Vektor im R3 zu betrachten ist.

xj, = , xpeR™ (4.17)

Die Eintrdge in xj héingen von den generalisierten Koordinaten g, j = 1,2,..., n ab. Dies motiviert die
Einfithrung des so genannten Gelenksraum bzw. ,,Joint Space“. Dabei ergeben sich die Elemente des
Vektors g € R wie folgt

_]9; fiir ein Drehgelenk 4.18)
9= d;j fiir ein Schubgelenk ' '
Wegen Hy = Hj(q) impliziert dies die Beziehung
xi =k(q), (4.19)

wobei die im Allgemeinen nichtlineare Funktion k(-) eine Abbildung zwischen dem Gelenksraum und
dem Operational Space darstellt. Hierbei ist zu bemerken, dass die Berechnung der Orientierung ¢ =
¢} (q) meist nicht in geschlossener Form erfolgen kann, sondern die Auswertung der Rotationsmatrix
R} = R} (q) bedingt. Hieraus kénnen die Eintrége in ¢} mit dem in Abschnitt 2.3 diskutierten Verfahren
ermittelt werden, falls keine kardanische Blockade auftritt.
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4.2.1.4 Arbeitsraum

Als Arbeitsraum bezeichnet man den Teilraum des Operational Space, der durch das Endeffektor-
Koordinatensystem (bzw. den Tool Center Point) erreicht werden kann, wenn alle zuldssigen Gelenkbe-
wegungen durchgefiihrt werden. Man unterscheidet zudem zwischen dem erreichbaren Arbeitsraum
und dem praktischen Arbeitsraum (Dexterous Workspace), die sich darin unterscheiden, dass im
letztgenannten Fall unterschiedliche Orientierungen des Endeffektors in jedem Punkt des Raums
moglich sein miissen.

Der Arbeitsraum ergibt sich aus den Gleichungen der direkten Kinematik (4.8) durch die Variation der
generalisierten Koordinaten innerhalb der Gelenkgrenzen q; q}r, d.h.

W:{pg(q)e]R3|q;sqjsq;,j=1,...,n}. (4.20)

Eine Roboter mit weniger als 6 Freiheitsgraden kann folglich nicht jede Pose im Arbeitsraum ein-
nehmen, weshalb hier der praktische Arbeitsraum eine Teilmenge des erreichbaren Arbeitsraum
bildet. Fiir eine Konfiguration mit Dreh— und Schubgelenken (mit jeweils einem Freiheitsgrad) ist
leicht ersichtlich, dass sich der Arbeitsraum aus ebenen, zylindrischen, kugelf6rmigen und toroida-
len Flichenelementen zusammensetzt. Aufgrund von Abweichungen zwischen den kinematischen
Gleichungen und der realen Roboterkonfiguration, beispielsweise durch Fertigungstoleranzen oder
Gelenkspiel, ist im Allgemeinen der berechnete Arbeitsraum nicht identisch zum realen Arbeitsraum
des Roboters.

Ein weiterer wichtiger Begriff ist die so genannte Wiederholgenauigkeit, welche ein Ma@ dafiir ist, wie
genau der Roboter zu einer zuvor erreichte Position zuriickkehren kann. Hierzu sind typischerweise
Werte in den jeweiligen Datenbldttern angegeben. Die Wiederholgenauigkeit unterscheidet sich von
der absoluten Genauigkeit, welche ca. eine Zehnerpotenz grofer ist.

4.2.2 Inverse Kinematik

Wihrend die direkte Kinematik (4.8) bzw. (4.19) eine algebraische Beziehung zwischen den Gelenk-
koordinaten bzw. den generalisierten Koordinaten g und der Pose des Endeffektors liefert, befasst
sich die inverse Kinematik mit der Bestimmung der Gelenkkoordinaten aus einer gegebenen Pose.
Anders ausgedriickt fiihrt die inverse Kinematik auf eine Abbildung aus dem Operational Space in den
Gelenkraum, was z.B. zur Losung von Bahnplanungsaufgaben von Interesse ist. Dabei ist zu beachten,
dass die Losung des inversen kinematischen Problem im Vergleich zur direkten Kinematik erschwert
ist, da im Allgemeinen ein nichtlineares System algebraischer Gleichungen geldst werden muss, was
auf mehrfache oder unendlich viele Losungen fiihren kann. Zudem kénnen Fille existieren, in denen
keine Losung moglich ist bzw. die Losung nicht zuléssig ist, da geometrische Beschrankungen verletzt
werden.

Grundsitzlich gilt, dass eine Losung des inversen Problems nur dann existiert, wenn die Pose (Position
und Orientierung) des Endeffektors Element des erreichbaren Arbeitsraums ist. Des Weiteren kann
gezeigt werden, dass nicht nur die Anzahl der Freiheitsgrade fiir die Losbarkeit eine Rolle spielt, son-
dern auch die Anzahl an von Null verschiedenen Denavit-Hartenberg—Parametern [1]. Geschlossene
analytische Losungen der inversen Kinematik sind meist nur fiir gewisse Konfigurationen bestimmbar,
weshalb hdufig numerische Losungsverfahren eingesetzt werden. Im Folgenden wird anhand eines
Beispiels exemplarisch ein analytischer Losungsweg untersucht. Numerische Verfahren werden im
Abschnitt 4.3 anhand der differenziellen Kinematik eingefiihrt.
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Beispiel 4.4 (Inverse Kinematik fiir einen Drei-Gelenk-Manipulator). Im Weiteren wird die Be-
stimmung der inversen Kinematik fiir den in Beispiel 4.1 betrachteten planaren Drei—-Gelenk-
Manipulator dargestellt.

Ys
\/Ig

U3

Abb. 4.9: Planarer Drei-Gelenk—-Manipulator.

Mit den dortigen Ausfiihrungen ergibt sich die Vorwiirtskinematik zu

C1+9,+0; ~S91+9,+9; 0 @1Co, +A2C9, 19, + A3CY, +9,+9;

Ry dé] | 50,40,40;  Co+0,40, O a1S9, +a2Sp 49, + A359,19,+0,
of 1]~ 0 0 1 0
0 0 0 1

= (4.21)

Die generalisierten Koordinaten entsprechen hierbei den Winkeln der Drehgelenke, d.h. qj =1;, j =
1,2,3. Aufgrund der planaren Konfiguration erfolgen alle Rotationen um die jeweilige zj—Achse. Ein
Vergleich der Rotationsmatrix RS’ mit einer allgemeinen Rotationsmatrix R, , zur Beschreibung der
Orientierung des Koordinatensystems (03x3 ysz3) bzgl. (00xoy020) in Abhdingigkeit des vorgegebenen
Werts ¢ fiihrt auf die algebraische Gleichung

¢ =01 +02+0s. (4.22)
Bezeichne pg die vorgegebene Position des Ursprungs des Koordinatensystems (03x3ys3z3). Dann gilt
P =dy
bzw. mit (4.22)

pg,x =a1Cp-9,-9; + A2Cp-9, + A3Cy (4.23)

pg.y = a1Sp-9,-9; T A2Sp-9, + A3Sp- (4.24)
Dies fiihrt mit der Substitution § = ¢ — 93 auf

aycp-9, + axcp = pg’x —asCy =: Po,x (4.25)

a1Sp-9, + 288 = pgyy —assy =: Po,y- (4.26)
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Quadrieren der jeweils linken und rechten Seiten der beiden Gleichungen und addieren der resultie-
renden Terme liefert

(@) + (a2)* +2ay arco, = (Po,x)* + (Po,y)°
Aufldsen nach cg, fiihrt somit auf

(Do) + (Po,y)* — (a)” ~ (a2)°

co, = (4.27)

2ayay

Als Alternative zur Bildung des arccos kann auch von s, = /1 - (0192)2 Gebrauch gemacht werden,

wodurch sich die Beziehung
59, +1/1-(cp,)?
9y = arctan — = arctan — (4.28)
qu)2 (,‘192

ergibt, in der cg, durch den Term (4.27) zu ersetzen ist. Hierbei wird cg, # 0 vorausgesetzt. Die
Bestimmung von B bzw. 93 erfolgt durch die simultane Lésung des algebraischen Gleichungssystems
(4.25) nach sg und cos(B), d.h.

_a189,Po,x + Po,y(az +aicy,)  aiss,Pox + po,y(az + acs,)

Sg = - — (4.29a)
P™ (an?+ (a)? +2a1azc, (B0, + (Po, )2
on —ai1Sp, Po,y + Pox(az +aics,)  —aiSg,Po,y + Po,x(az + aicy,) (4.29b)
P @)? + (@2)? + 2a1 azco, (Po,0)2 + (o, )2 ' '
Fiir cg # 0 fiihrt dies auf
Sp
U3 = ¢ —arctan —, (4.30)
Cp

wobei die eben ermittelten Ausdriicke einzusetzen sind. Mit der algebraischen Gleichung (4.22) folgt
schliefslich

91 =¢—09,—0s. (4.31)
Diese Berechnungen fiihren auf verschiedene Einschridnkungen:

(i) Die Gleichung (4.27) bedingt, dass

| < Po)” +(Poy)” —(@)” —(a)”

2aiay
da der Endeffektor sonst aufSerhalb des Arbeitsraums wiire.
(i) Die Gleichungen (4.29) setzen voraus, dass

_ @, Po,x + Po,y(az + ai cy,) -
(@1)?+ (a)? +2arazcyg, ~—
_ — My, Po,y + Po,x(az + ai cy,) -
(@) + (a)? +2arazcy,

4.2 Direkte und inverse Kinematik
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Der Weiteren sind Sonderfiille zu berticksichtigen. Fiir sy, = 0 bzw. cp, = £1 ergibt sich 0, € {0, £7},
was auf eine so genannte kinematische Singularitéit (vgl. Abschnitt 4.3.2) fiihrt. In diesen Fllen
liefert die Auswertung von (4.29) wegen (sﬂ)2 + (cﬂ)2 =1 die Bedingungen

} B (a; + a2)2 furl()z =0
(Po.x)> + (Po.)? = (P . — asco)” + (P2, — asse)” = :
Po,x Po,y (pO,x 3 ¢) (Po_y 3 (/’) (a; — a2)2 furﬁz €{-m,m}

Diese kénnen so interpretiert werden, dass — wie selbstverstindlich — die Position des Endeffektors
nicht aufserhalb des praktischen Arbeitsraums liegen kann.

Eine graphische Darstellung der Losung der inversen Kinematik fiir den betrachteten planaren Drei—
Gelenk—-Manipulator zeigt Abbildung 4.10. Das zur Erzeugung der Graphiken genutzte MATLAB-
Script folgt.

%Desired position and orientation

p.x =1;
py =1
p.phi = 0;

%Robot parameters

r.a(2) = 0.75;

r.a(3) = 0.5;

%Desired position and orientation

pb.x = p.x - r.a(3)*cos(p.phi);
p.y - r.a(3)*sin(p.phi);

el
o

<

1]

%Use analytical solution of inverse kinematics

%%hAngle vartheta2
cvt2 = ((pb.x)"2+(pb.y)"2-(r.a(1))"2-(r.a(2))"2)/(2.0*r.a(1)* ...
r.a(2));
if abs(cvt2)>1
error (sprintf (’Not feasible since cos(vt_2)=}1.2f!’, cvt2));
end
svt2 = sqrt(1.0-cvt272);
vt(2,1) = angle(cvt2+i*svt2); %atan2(svt2,cvt2);
vt(2,2) = -vt(2,1);

%%Angle vartheta3

cvt3 = (-r.a(1)*pb.y*sin(vt(2,:))+pb.x*(r.a(2)+r.a(1)*cos(vt(2,:))))./. ..
(r.a(l)~2+r.a(2)~2+2.0xr.a(1)*xr.a(2)*cos(vt(2,:)));

svt3 = (r.a(1)*pb.x*sin(vt(2,:))+pb.y*(r.a(2)+r.a(1)*cos(vt(2,:))))./. ..
(r.a(l)~2+r.a(2)~2+2.0xr.a(1)*xr.a(2)*cos(vt(2,:)));

vt(3,:) = p.phi - angle(cvt3+ixsvt3); %atan2(svt3,cvt3)-pi/2;
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%%Angle varthetal
vt(1,:) = p.phi-vt(2,:)-vt(3,:);

%Build homogeneous transformations

for j=1:size(vt,1)
for k=1:size(vt,2)

H{j,k} = [cos(vt(j,k)),-sin(vt(j,k)),0,r.a(j)*cos(vt(j,k));...
sin(vt(j,k)), cos(vt(j,k)),0,r.a(j)*sin(vt(j,k));...
0,0,1,0;..
0,0,0,1];

end
end

%Determine position and orientation of joints

J{1,2} H{1,2%};
for j=2:size(vt,1)
for k=1:size(vt,2)
J{j,k} = J{j-1,k}*H{j,k};
end
end

%Extract rotation matrix and translatory vector

for j=1:size(vt,1)
for k=1:size(vt,2)
d{j+1,k} = J{j,k}(1:3,end);
R{j+1,k} = J{j,k}(1:3,1:3);
end
end

%Build plot

figure; hold on; grid on;
plot(p.x,p.y,’rx’, ’Markersize’,10);
d{1,1} = zeros(3,1); d{1,2} = zeros(3,1);
for j=1:size(vt,1)
for k=1:size(vt,2)
if k==1
plot([d{j,k}(1),d{j+1,k} (1], [d{j,k}(2),d{j+1,k}(2)],°k-");
plot(d{j,k}(1),d{j,k}(2),’ko’, ’Markersize’,10);
else
plot ([d{j,k}(1),d{j+1,k} (1)1, [d{j,k}(2),d{j+1,k} (2], k--");
plot(d{j,k}(1),d{j,k}(2),’ko’, ’Markersize’,10);
end
end
end
plot (0,0, ’bo’, ’Markersize’,10);
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(e) p3=11,1,01", ¢p=135°

(f) pi=10,1,01",p=270°

Abb. 4.10: Losung der inversen Kinematik fiir den planaren Drei-Gelenk-Manipulator. Die Position des
Endeffektors ist durch x und die Basis durch o markiert. Die beiden méglichen Lésungen sind
mit der durchgezogenen und der gestrichelten Linie gezeigt.

Weitere Beispiele fiir unterschiedliche Manipulator-Konfigurationen sind z.B. in [1, Kap. 2.12] zu
finden. Das vorherige Beispiel zeigt, dass bereits fiir einfache planare Konfigurationen Fallunter-
scheidungen getroffen werden miissen. Des Weiteren sind im Allgemeinen Beschriankungen der
Freiheitsgrade zu berticksichtigen, was auch eine numerische Losung der Gleichungen erschwert.
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4.3 Differenzielle Kinematik

Unter dem Begriff der differenziellen Kinematik versteht man die Beziehung zwischen Gelenksge-
schwindigkeiten g und der translatorischen Geschwindigkeit sowie der Drehwinkelgeschwindigkeit
des Endeffektors in Abhéingigkeit von gq. Diese Abbildung ist durch die so genannte geometrische
(Manipulator) Jacobi-Matrix gegeben. Des Weiteren existiert die so genannte analytische (Mani-
pulator) Jacobi-Matrix, welche sich unter gewissen Voraussetzungen durch die Differenziation der
Gleichungen der Vorwirtskinematik nach g ergibt. Im Allgemeinen unterscheiden sich diese beiden
Jacobi-Matrizen.

4.3.1 Geometrische Manipulator Jacobi—-Matrix
Fiir einen Manipulator mit n Freiheitsgraden kann die homogene Transformation zwischen Basis—
und Endeffektor-Koordinatensystem allgemein in der Form (4.6), d.h.

Hg(q) = Ri (1) € SO3) (4.32)

OT

R¢(q) dS(q)]
1 )

angegeben werden mit g = [q1,...,4,]”. In Analogie zu den Ausfiihrungen in Anmerkung 3.4 fol-
gen fiir die translatorische Geschwindigkeit v{ = d(e)(q) und die Drehwinkelgeschwindigkeit w{ des
Endeffektors ausgedriickt im Basis—Koordinatensystem die Beziehungen

vi=Jo(q)q, wi=J,(q)q (4.33)
bzw.

e (vS] _[lh@]. o ..

Wo= wi|  |Jo(q) =7 (Dq (439

mit J¢(q) der geometrischen Manipulator Jacobi-Matrix und dem so genannten Twist w(t). Fiir die
weitere Analyse werden zunéchst in kompakter Form einige Ergebnisse aus Kapitel 2 zusammenge-
fasst.

4.3.1.1 Rotationsmatrizen und Drehwinkelgeschwindigkeit

Aus der Eigenschaft der Orthogonalitit der Rotationsmatrix R (#) R’ (£) = E kann durch Differenziation
beziiglich ¢ die schiefsymmetrische Matrix

S=RRT=-RR” (4.35)

identifiziert werden, welche die Gleichung S(¢) + S T'(p) = 0 erfiillt. Aufgrund der Schiefsymmetrie
kann S(#) eindeutig durch den Vektor w () = [wx (1), w (1), w,(1)] T der Drehwinkelgeschwindigkeit
ausgedriickt werden

0 —W; Wy
S(w) =] w, 0 —Wy (4.36)
Dies fuihrt auf
R =S(w)R. (4.37)

4.3 Differenzielle Kinematik
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Gelenk 7 + 1

Gelenk 7 7

! |
/Fi—1

Abb. 4.11: Zur Charakterisierung der Manipulator-Gelenkgeschwindigkeit.

In der in Abbildung 2.11 betrachteten Konfiguration fiihrt das Koordinatensystem (0x; y;z;) ro-
tatorische und translatorische Bewegungen beziiglich des Inertialsystems (0xpyozo) so aus, dass
der Vektor p; zum Punkt P im Koordinatensystem (0x; y; z1) zeitlich konstant ist, d.h. p; = 0. Mit
po(D) = d(l)(t) + R(l) (f)p, ergibt sich die Geschwindigkeit p (1) beziiglich des Inertialsystems zu

Po = dtl) +Rypy + Ry = dé +S (@) Ryp, = d(l) +awy x (Rypy). (4.38)
Des Weiteren gilt die folgende Beziehung

RS(w)RT = S(Rw). (4.39)

4.3.1.2 Manipulator-Gelenkgeschwindigkeiten

Die weiteren Ausfiihrungen gehen von der in Abbildung 4.11 gezeigten Konfiguration einer offenen
kinematischen Kette aus, wobei die Denavit-Hartenberg-Konvention zur Anordnung der Koordina-
tensysteme genutzt wird. Dabei werden durch Link i die Gelenke i und i + 1 starr verbunden. Der
Ursprung des Koordinatensystem bzw. des Frames (0;x;y;z;) des Links i liegt auf der Drehachse des
Gelenks i + 1. Analog ist der Ursprung des Koordinatensystem (0;_; x;_1 y;—12;—1) auf der Drehachse
von Gelenk i platziert. Die Koordinatensysteme sind translatorisch (wie in der Abbildung dargestellt)
durch die Vektoren d)™! (1), d (1), p!_, (1) und rotatorisch durch die Rotationsmatrizen R}~ (1), R} (1)
und R;_, (¢) verbunden. Damit folgt die Beziehung

i _ gi-1 pi-1i
dy=dy +Ry pi,
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Differenziation nach ¢ fiihrt auf

i 4i-1 I i-1 i-1,0 ~_ gi-1 | .i-1,i i-1 i-1,i

dy=d, +Ry p,_,tw, xRy p;_))=d, +py, T twy xpy . (4.40)
——— N———
_ il _ il
=Py =Py

Die Rotationsmatrizen hingen iiber die Beziehung

Ry= R,
zusammen. Eine Ubertragung des Vorgehens in Abschnitt 2.6 liefert den Zusammenhang zwischen
den Drehwinkelgeschwindigkeiten wé‘l (0, wé( ) und wﬁ_l (1), welcher sich gemal} (2.47) zu

w(i) :wé_l +Ré_1w§_1. (4.41)

ergibt. Abhdngig vom Gelenkstyp (Schubgelenk oder Drehgelenk) kdnnen die folgenden Zusammen-
hinge ermittelt werden:

(i) Beieinem Schubgelenk bleibt die Orientierung des Koordinatensystems (0;x; y; z;) beziiglich
des Koordinatensystems (0;_; x;—1 y;—12;—1) bei einer Bewegung des Gelenks i unveridndert. Ent-
sprechend der Denavit-Hartenberg-Konvention erfolgt die translatorische Bewegung entlang
der e, ,—Achse mit dem Denavit-Hartenberg-Parameter d;(¢). Dies fithrt auf

w =0, pi V' =de, . (4.42)
Damit ergeben sich aus (4.40) und (4.41) die folgenden Beziehungen

-7 . '_1 . : s .
dy=dy +die,  +oi " xpi " (4.43a)

! = wi L. (4.43b)

(ii) Fiir ein Drehgelenk fiihrt die Denavit-Hartenberg—Konvention mit dem Denavit-Hartenberg—
Parameter 9;(¢) auf

R'w!_ =de;, .. (4.44)
Zudem gilt

- i-1,i _ pi-1, i i-1i y_ (pi-1,.i i-1,i

Py =Ry wi_l) x (R pi_l) =Ry wi_l) X Py (4.45)

Die Auswertung von (4.40) und (4.41) liefert die Beziehungen

L g7 bl x gl (4.462)

w)=wi "+ e, . (4.46b)

gl qi-l i-1 i-1,.i
dy=d, +(w, +Ry w; )xp

4.3.1.3 Berechnung der geometrischen Manipulator Jacobi—-Matrix

Unter Beriicksichtigung der im vorherigen Abschnitt ermittelten Darstellungen fiir die translatorische
Geschwindigkeit und Drehwinkelgeschwindigkeit fiir ein einzelnes Gelenk wird im Folgenden die
geometrische Manipulator Jacobi-Matrix fiir eine Gesamtstruktur abgeleitet.
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Die Beitrége der einzelnen generalisierten Geschwindigkeitskomponenten ¢;(¢) zum translatorischen
Geschwindigkeitsvektor v{(¢) folgen aus Kettenregel in der Form

e _
Vo=

ddjq) _ ade(q) Z ade(q)

. 4.47
n L g @ (4.47)

Hierbei bilden die Vektoren a"(q) die einzelnen Spalten der entsprechenden Manipulator Jacobi-
Matrix, d.h.

odg(q) ddg(q)  ddi(q)

(4.48)
oq g2 0qn

@= (1@ @ - @) |

Die Beitrdge zum Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeit w{(¢) folgen aus (4.41) bzw. (2.47) in der
Form

n n
=) w; Z Jiwdis (4.49)
i=1 i=1

woraus sich die entsprechende Manipulator Jacobi-Matrix
B ke B = o (4.50)

spaltenweise ableiten ldsst.
Dabei ergeben sich die einzelnen Beitrdge abhingig von der Art des Gelenks:

(i) Fiir ein Schubgelenk mit dem Freiheitsgrad g;(t) = d;(t) folgt aus (4.43a) der translatorische
Anteil

jfyv(q) =ey . (4.51a)

Dies ist leicht ersichtlich, da in (4.43a) durch do bzw. wf) ! zwar Abhingigkeiten zu den
generalisierten Koordinaten q;(¢), j = 1,...,i — 1 induziert werden, jedoch nur d;e;,_, von
gi(t) = d;(t) abhéngt. In analoger Weise ldsst der rotatorische Anteil

j?w (q) :0 (4.51b)

begriinden. Der entsprechende i-te Spaltenvektor der geometrischen Manipulator Jacobi-
Matrix (4.34) ergibt sich zusammenfassend zu

Jiv(@

(F
je (q) = Zi-1
1,w

0 (4.52)

(ii) Im Fall eines Drehgelenks sind die Ausfitihrungen etwas komplizierter, da zunéchst der Bezug
zum Endeffektor geschaffen werden muss. Die sukzessive, rekursive Auswertung von (4.46b)
unter Berlicksichtigung von (4.41) fithrt auf

i{(RJf lwj 1)X(il’$—1’j)}, (4.53)

j=k
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woraus sich durch Extraktion des Summanden k = i der Ausdruck

i-1

dg:gl{(Rg 1wk 1) (ij 11)} (R(’) Lol 1) (Zp] 11)
(£ )

k=i+1
ergibt. Mit (4.44), d.h. Ri-lw!_ =9;e, , folgt somit

i-1

d('f = kgl{(ﬁkezk—l) (Z p] 1])} + (19iezi_1) % (jzn::ipé—l,j)
il{({)kezk-l) (Z P] . ])} (4.55)

Zur weiteren Vereinfachung kann von der Beziehung

noo. .,

J-Lj _ 4n i-1
Z.Po =d,-d,
J=1

firi =1,2,...,n—1zwischen der Position des Endeffektors dj bzw. des Ursprungs des Endeffektor-

Koordinatensystem und der Position des Ursprungs des Koordinatensystems (0;_1X;—1¥i-1Zi-1)
Gebrauch gemacht werden, was auf

- 5 (0 )= - o )« a5
=1

+ i {(ﬁkezk_l)x(dg—dg_l)} (4.56)

k=i+1

fiihrt. Hieraus wird leicht die Abhéngigkeit vom Freiheitsgrad g;(f) = 9;(t) sichtbar, so dass sich
der translatorische Anteil durch Differenziation nach 9; zu

Jiv@=ez, x (dg - dé_l) (4.57a)
ergibt. Der rotatorische Anteil ist entsprechend
Jiw=ezr (4.57b)

was zusammenfassend auf den i—ten Spaltenvektor der geometrischen Manipulator Jacobi-
Matrix (4.34) fiihrt, d.h.

Jiv | _ ezHX(dg —dé_l)]. (4.58)

Jiw@

€z,

Fiir die Auswertung der ermittelten Ausdriicke (4.52) bzw. (4.58) ist die folgende Anmerkung zu
berticksichtigen.
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Anmerkung 4.2

Die Terme der einzelnen Spaltenvektoren der geometrischen Manipulator Jacobi-Matrix sind
von den generalisierten Koordinaten, d.h. den Gelenkskoordinaten g abhédngig. Insbesondere
gilt, dass e, , der 3. Spaltenvektor der Rotationsmatrix R}~ ist, d.h.

e, ,=RyR?---Rje,=R}'e, (4.59)

mit e, = [0,0,1] T Die Rotationsmatrix Ré_l kann direkt aus der homogenen Transformation
H!! abgelesen werden.

Beispiel 4.5 (Geometrische Manipulator Jacobi-Matrix fiir einen Drei-Gelenk-Manipulator). Fiir
den in Abbildung 4.9 dargestellten Drei—Gelenk—-Manipulator soll die geometrische Manipulator
Jacobi-Matrix bestimmt werden. Da die Konfiguration nur drei Drehgelenke in einer offenen kine-
matischen Kette umfasst, folgt mit (4.58) die Matrix

J(q) =

ez x (dg - dg) ez x (dg - d(l)) ez, X (dg - d%)} )

€z, €z, €z,

Mit den Positionsvektoren der Drehgelenke (vgl. Beispiel 4.1)

al 0191 al 6191 + a20191+192
0 1 2
d, = 0, dO = a1y, |, dO = | a189, + az89,+9, | »
0 0
(4.60)
ai1Cy, + 2C9,+9, + A3CY, +9,+05
3
dy= | a1s9, + a289,+9, + 4359, +9,+0,
0
folgen
[a1c9, + a2C9,+9, + A3C9,+9,+0,
3_ 40
dy—dy=|a189, + a259,+9, + A359,+9,+9;
0
[ a2C9,+9, + A3€9,+9,+9;
3 g1
d() - d() = a25191+‘(92 + a38191+192+193 (4'61)
0
[asco,+9,+9,
3 g2
d() - d = 333191 +192+193
0
Die Vektoren ey, ,, i =0,1,2 ergeben sich zu
0
e, =e; =e;=|0], (4.62)
1
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da sdmtliche Rotationen um die jeweiligen z;_1—-Achse erfolgen. Auswerten der Kreuzprodukte in
J¢(q) liefert

'_al Sﬁ] - azsf)ﬁ-ag - as 81914“82"‘193 —az 31‘)1_'_,,92 - a?) 819]+192‘H{')3 _ag Sf)1+192+193 ]
a 6191 + ap C’L‘)]-H()g + as C’L‘)]+1C)2+l93 ar C’l91+192 + as C’l91+192+193 as C’L‘)]+1C)2+l93
0 0 0
e
= 4.63
I (q) 0 0 0 (4.63)
0 0 0
1 1 1

Da der Manipulator als planar angenommen wurde (m = 3), ist es méglich die reduzierte Darstellung

e
UO,X —ax 8191 _a28191+192 —as 8191419244!93 —az 81914‘192 —das 5191+‘l92+193 —as S191+1L)2+l93

e N
Voy | = | 41C9, +A2C9,49, t A3C0,49,+9;  A2€9,49, T A3C9,49,+9;  A3C9,+0,+0; | G (4.64)
wg , 1 1 1

abzugeben, so dass n = m = 3, welches dem maximalen Rang von J°(q) entspricht.

4.3.2 Kinematische Singularitdten

Gleichung (4.34), d.h.

v .
wy = [ %] =J%(qq, (4.65)
@
stellt eine Abbildung zwischen den Gelenksgeschwindigkeiten §(¢) und dem Geschwindigkeitsvektor
(Twist) des Endeffektors wg dar, welche von der momentanen Gelenkskonfiguration q(¢) abhingig
ist. Diejenigen Konfigurationen g, welche in /¢(q,) einen Rangabfall erzeugen, werden als kinemati-

sche Singularitéiten bezeichnet. Deren Bestimmung ist u.a. aufgrund der folgenden Argumente von
Interesse [1].

* An kinematischen Singularitdten ist die Bewegungsfdhigkeit des Manipulators eingeschréankt,
da nicht jede Pose des Endeffektors eingenommen werden kann.

* In einer kinematischen Singularitét besitzt die inverse Kinematik unendlich viele Lésungen.

* In der Umgebung einer kinematischen Singularitdt kénnen geringe Geschwindigkeiten im
Operational Space auf grolle Geschwindigkeiten im Gelenkraum fiihren.

Beispiel 4.6 (Kinematische Singularitiiten fiir einen Drei-Gelenk-Manipulator). Die kinemati-
schen Singularitdten des in Abbildung 4.9 gezeigten Drei—-Gelenk—Manipulator kénnen durch die
Analyse des Rangs der geometrischen Manipulator Jacobi—-Matrix ermittelt werden. Der maximale
Rang von J°(q) entspricht dem Spaltenrang, welcher sich maximal zu 3 ergibt.

Aus (4.63) kann leicht der translatorische Anteil extrahiert werden
—ay sﬂl —ap 8’1914-192 —das 3191+192+193 —ap 8191+192 —as 81914-1924-193 —as 8’1914-1924'193
T (@)= | a1C9,+a2Ch 40, + A3Co, 10,40,  A2C0,+0,+ A3C0 40,49,  A3CO,+0,+05 (4.66)
0 0 0

dessen Rang maximal den Wert 2 einnehmen kann. Der maximale Rang von J°(q) wird durch
die letzte Zeile der Matrix induziert, falls J;,(q) den Rang 2 besitzt. Eine kinematische Singularitdt
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wird somit dann erzeugt, wenn J; (q) den Rang 1 aufweist. Dies wird beispielsweise fiir 9, = 93 =0
erreicht. Eine kinematische Singularitdit ergibt sich somit fiir

N

qs={01,
0

was einem vollstindig gestreckten Manipulator entspricht.

Der in Beispiel 4.6 dargestellte Fall definiert eine so genannte Rand-Singularitdit, in welcher der
Manipulator entweder vollstdndig gestreckt oder zusammengezogen ist. Es ist leicht einsichtig, dass
Rand-Singularititen in praktischen Anwendungen einfach vermeidbar sind.

Dem gegeniiber existieren so genannte interne Singularitdten, welche innerhalb des erreichbaren
Arbeitsraum auftreten. Im Gegensatz zu Rand-Singularititen stellen diese eine nicht unerhebliche
Problematik dar, da die entsprechenden Konfigurationen in jeglicher Situation zu vermeiden sind.

Anmerkung 4.3

Die Berechnung der kinematischen Singularitdten kann durch eine Entkopplung der Arm-
Singularitédten (der ersten drei oder mehr Links) und der Handgelenk-Singularitdten (Wrist
Singularities) vereinfacht werden. Der Leser wird hierzu auf [1, Kap. 3.3.1] verwiesen.

4.3.3 Inverse differenzielle Kinematik

Im Gegensatz zur inversen Kinematik (siehe Abschnitt 4.2.2), welche die Losung eines nichtlinea-
ren Systems algebraischer Gleichungen erfordert, vereinfacht sich die Analyse im Fall der inversen
differenziellen Kinematik. Dies ist dadurch begriindet, dass (4.34) bzw.

vg e
wg] =J°(q)q, (4.67)

e _
wO_

eine lineare Abbildung zwischen g (-) und w{(-) definiert, die von der aktuellen Konfiguration q (-)
abhingig ist. Zur Losung der Inversionsaufgabe werden im Weiteren zwei Fille unterschieden: r = n
und r < nmit n = dim g und r = dim w{ < m mit m = 6 (rfdumliche Konfiguration) oder m = 3 (planare
Konfiguration). Anders ausgedriickt représentieren n die Anzahl der mechanischen Freiheitsgrade
bzw. der Gelenke, m die Dimension des Operational Space und r die Anzahl der linear unabhéngigen
Variablen im Operational Space, die notwendig ist, um eine Aufgabe (Pose) zu spezifizieren. Der Fall
r = nwird als nicht redundant und der Fall r < n als redundant bezeichnet.

4.3.3.1 Nicht-redundante Konfiguration

Fiir r = n ist die geometrische Manipulator Jacobi-Matrix J°(q) quadratisch und somit aullerhalb von
kinematischen Singularitdten invertierbar. Dies fiihrt auf

q=U°%q) w§. (4.68)

Durch Vorgabe einer Geschwindigkeitstrajektorie *w( (¢) fiir den Endeffektor kann durch Losen der
Differenzialgleichung

g =UCq) . (4.69)
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der entsprechende zeitliche Verlauf der Gelenkbewegung (*q(¢),* §(t)) ermittelt werden.

4.3.3.2 Redundante Konfiguration

Fiir r < n besitzt die geometrische Manipulator Jacobi-Matrix J°(q) weniger Zeilen als Spalten,
weshalb (4.67) unendlich viele Lésungen besitzt. Die Losung der inversen differenziellen Kinematik
bedingt deshalb die Nutzung anderer Verfahren. Dazu kann ein (beschrédnktes) Optimierungsproblems
formuliert werden. Im Folgenden wird nur ein Ansatz zur Illustration des prinzipiellen Vorgehens
zusammengefasst.

Anmerkung 4.4: Pseudoinverse

Die so genannte Pseudoinverse einer nicht-quadratischen Matrix J € R™" mit r > n wird mit J'
bezeichnet und ist definiert durch

JP=a"pt. (4.70)
Die Pseudoinverse ist Losung des statischen, quadratischen Optimierungsproblems

min ly—Jpl; (4.71)

fiir gegebenes y. Die Auswertung der notwendigen Optimalitdtsbedingung erster Ordnung (vgl.

5)
i(y—f;v)T(y—nm =07
op

fithrt auf /© und damit auf die optimale Lésung von y = /p im Sinne der quadratischen Minimie-
rungsaufgabe (4.71). Da

J'T=Ey e R™"
gilt, wird J T auch als Links—Pseudoinverse bezeichnet.
Fiir den Fall J € R"*" mit r < n lasst sich die Rechts—Pseudoinverse

J=rtarhH 4.72)
definieren, die die Beziehung

JJF=E, e R™"

erfiillt. Im Fall r < n existieren unendlich viele Lésungen p des Gleichungssystems y = Jp, die
sich in der Form

p=ry+E-T s (4.73)

fiir beliebige s € R” angeben lassen.

Mit den Ausfiihrungen in Anmerkung 4.4 folgen die Losungen der inversen differenziellen Kinematik
zZu
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q=Uqg) wi+E-U g q)s (4.74)

mit beliebigem Vektor s € R". Hierbei folgt der erste Term aus der Losung einer Minimierungsaufgabe
(vgl. Anmerkung 4.4) und der zweite Term stellt den Anteil dar, der durch J°(q) auf 0 abgebildet
wird, also Element des Nullraums von J¢(q) ist. Zur Angabe des Vektors s wird oftmals ein Ansatz der
Form

s=5Vq1)(q) (4.75)
gewdhlt, wobei so > 0 und f(q) eine geeignete Zielfunktion definiert und abhéngig von der betrachte-

ten Aufgabenstellung gewihlt wird [1]. Mit dem Ziel, die so genannte Manipulierbarkeit zu verbessern,
kann die Maximierung des Terms

(@) =/detlJe(@)J¢(q)] (4.76)

betrachtet werden. Aufgrund der Determinantenbildung sollen kinematische Singularitdiiten vermieden
werden. Weitere Beispiele fiir die Wahl von f(q) konnen der einschldgigen Literatur, beispielsweise [6,
71, entnommen werden.

4.3.3.3 Kinematische Singularitdten

Nicht nur in einer kinematischen Singularitét g, sondern schon in der Umgebung einer solchen kann
die Invertierbarkeit von (4.67) erschwert sein.

In einer kinematische Singularitét sind nur noch diejenigen Konfigurationen méglich, die im Bild der
Matrix J°(q,) liegen, d.h. fiir w{ € ranj¢(q,). Bei numerischen Schwierigkeiten in der Losungsfindung
in der Umgebung einer kinematischen Singularitit kann beispielsweise die Singuldrwert—Zerlegung
von J¢(q) eine verbesserte und numerisch robustere Losung erzeugen.

4.3.4 Analytische Manipulator Jacobi-Matrix

Die analytische Manipulator Jacobi-Matrix basiert auf der Formulierung (4.17) in der die Pose des
Endeffektors durch einen minimalen Satz an Variablen des Operational Space angegeben wird, d.h.

p.(q)

, x,eR™.
o @) xj €

xp(q) =

Formal ergeben sich hieraus durch zeitliche Differenziation die Beziehungen

op;(q)
po=Jo@a, I = abq (4.77a)
. od;(q)
bh=J5@a, Tylq)= a’”q q (4.77b)
und damit die Gleichung der entsprechenden differenziellen Kinematik
15(q) | a.19) Ok(q)
e _ re . e _|’p L
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Hier definiert J<(q) die analytische Manipulator Jacobi-Matrix , welche sich von der geometrischen
Manipulator Jacobi-Matrix dadurch unterscheidet, dass die Drehwinkelgeschwindigkeit wj = w{
des Endeffektors beziiglich des Basis—Koordinatensystems nicht ¢g entspricht. Der Zusammenhang

zwischen beiden kann fiir eine gegebene Parametrierung der Rotation ermittelt werden.

Beispiel 4.7. Fiir die Verwendung von Euler-Winkeln zur Parametrierung der Rotation eines Starr-
kérpers folgt gemdifs Abschnitt 2.3.1, dass hierbei drei aufeinanderfolgende Drehungen durchgefiihrt
werden, ausgehend von einem Inertialsystem (0xoyo2o):

(i) um den Winkel ¢ beziiglich der zg—Achse,
(ii) um den Winkel 6 beziiglich der gedrehten, momentanen y-Achse (y') und

(iii) um den Winkel v beziiglich der gedrehten, momentanen z—Achse (z").

Mit (4.46b) folgt daraus
0 0 0 YcCpSp — és(p
w; = R, , O +R, R, g o+ R, R, oR.y O = Hc({, + 1/'/54?5(/,
¢ 0 14 Yo+ ¢
0 —=sp cpsg] [@
=10 cp SpSp| |0 | =V y.
1 0 Co 1,//
. e

=V@p =4

Wegen detV (¢}) = —sp = 0 fiir 0 € {0, £7} kann die ermittelte Beziehung fiir diese Elemente der Ori-
entierung ¢, nicht invertiert werden. Mit Verweis auf Abschniit 2.3.1 sei bemerkt, dass diese Winkel
der Singularitdit der Euler-Winkel entsprechen. Man bezeichnet diese Singularitdt in Zusammenhang
mit der analytische Manipulator Jacobi-Matrix auch als Darstellungs-Singularitdit.

Fiir einen bekannten Zusammenhang zwischen w} und (I)Z, dh w)= V(([)Z)(I)f7 ergibt sich unmittelbar
die folgende Beziehung zwischen der analytischen Manipulator Jacobi-Matrix und der geometrischen

Manipulator Jacobi-Matrix

E )

we = TR, T(PS)= [

bzw.
J(q) = Ty 5 (q). (4.80)

Im Allgemeinen sind J°(q) und J$(q) somit nicht identisch.
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4.3.5 Numerische Losungsverfahren fiir die inverse differenzielle Kinematik

Fiir den nicht-redundanten Fall stellt (4.68), d.h.
aq=Uq)  'w§, (4.81)

das Differenzialgleichungssystem dar, dessen Losung durch Vorgabe des zeitlichen Verlaufs des Twist
wg(t) und der Anfangsbedingung q(0) = qo den zeitlichen Verlauf der Gelenkbewegung (q (1), (1))
liefert. Im einfachsten Fall kann zur numerischen Lésung das explizite Euler—Verfahren verwendet
werden, welches auf

q(tre1) = q(t) + At (q () " wi(t),  q(to) = q°

fithrt. Hierbei stellt At die zeitliche Diskretisierungschrittweite dar. Dieses Verfahren ist jedoch auf-
grund der eingeschriankten numerischen Stabilitdt nur bedingt anwendbar, so dass andere numeri-
sche Verfahren zur Losung, beispielsweise Runge-Kutta—Verfahren oder implizite Verfahren, genutzt
werden sollten. Des Weiteren treten durch die Diskretisierung Abweichungen auf, so dass nach der
numerischen Losung der stiickweise konstante, zeitdiskrete Losungsvektor q (fx41) und der zeitkonti-
nuierliche Losungsvektor q (¢) voneinander abweichen. Dies wird auch als Drift bezeichnet.

Fiir die weitere Analyse wird von der Vorgabe einer Pose des Endeffektors im Operational Space
ausgegangen, so dass (4.17) mit (4.19) betrachtet wird. Fiir die entsprechenden Geschwindigkeiten
fiihrt dies gemdR (4.78) auf die Beschreibung der linearen Abbildung zwischen ch(t) und g (t) durch
die analytische Manipulator Jacobi-Matrix J3(g). Sei “x{ (¢) eine Solltrajektorie fiir die Pose x7 (#) und
bezeichne

Axj ="x}, - x|,
die Abweichung zwischen beiden. Die entsprechende zeitliche Anderung folgt mit (4.78) zu
Akj ="k}, —x, ="x;, - ]2 (q)q. (4.82)

Die im Folgenden kurz zusammengefassten numerischen Lésungsverfahren fiir die inverse differenzi-
elle Kinematik basieren auf der geeigneten Umformung von (4.82) und sind z.B. in [1] zu finden.

4.3.5.1 Ansatz iiber die inverse analytische Manipulator Jacobi-Matrix

Abhingig vom Rang der analytischen Manipulator Jacobi-Matrix in (4.82) werden zwei Félle unter-
schieden.

* Falls J¢ vollen Rang besitzt und damit invertierbar ist, dann fiihrt (4.82) auf

q=Us(q) x5 - AxY).

Mit der Wahl

q=Usq) "%+ KAxS], q0)=4q° (4.83a)
ergibt sich

Ak{ = —KAx{. (4.83b)
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Hierbei muss K eine positiv definite Matrix sein (d.h. K = KT und alle Eigenwerte von K besitzen
strikt negativen Realteil), so dass das Teilsystem (4.83b) asymptotisch stabil ist. Das zugehorige
Blockdiagramm zeigt die folgende Abbildung.

- B

- |

Abb. 4.12: Blockdiagramm des Ansatzes (4.83a).

* Falls J¢ nicht vollen Rang besitzt, d.h. eine redundante Konfiguration vorliegt, dann kann (4.83)
unter Beriicksichtigung von Anmerkung 4.4 bzw. (4.74) verallgemeinert werden durch

q= (];(q))i [*%; + KAxS| + [E- (],‘;’(q))*],‘i(q)] s, q0=q° (4.84a)
mit der Rechts—Pseudoinversen (J¢(q))* von J¢(q), was wiederum auf die Fehlerdynamik

Akl = —KAx{ (4.84b)

fiihrt.
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Beispiel 4.8 (Losung der inversen differenziellen Kinematik fiir den planaren Zwei-Gelenk-Ma-
nipulator). Abbildung 4.13 zeigt die numerische Losung der inversen differenziellen Kinematik
mittels (4.83a) fiir den planaren Zwei—Gelenk—Manipulator.

0.5

T

Yo

05r

Yo

Abb. 4.13: Numerische Ergebnisse zur Losung der inversen differenziellen Kinematik mittels (4.83a) fiir
den planaren Zwei-Gelenk-Manipulator.
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Die beiden Losungen unterscheiden sich rein in der Wahl des Anfangszustandes q°, welcher durch
die Losung der inversen Kinematik (vgl. Beispiel 4.4 mit den fiir eine Endeffektor—Konfiguration
erhaltenen beiden Lésungen) bestimmt wird. Als Pose wird hierbei

+ =>sin(2xt)

341
272
3_1
7~ 3cos(2nt)

45°

vorgegeben. Konsistente Anfangszustinde zur Losung von (4.83a) ergeben sich somit aus der Losung
des nichtlinearen algebraischen Gleichungssystems q° = k™1 (*x3,(0)). Eine entsprechende Implemen-
tierung in MATLAB folgt untenstehend.

function out = threedof_inverse_differential_kinematics(xr)

%Robot parameters

r.a(l) =1;

r.a(2) = 0.75;

r.a(3) = 0.5;

%Time

t = linspace(0.0,1.0,101);
pb.t = t;

Y e

#Desired pose and velocity

pb.om = 2.0%pi;

pb.A = 0.5;

pb.x = 1.5+pb.A*sin(pb.om*t);
pb.y = 0.75-pb.A*cos(pb.om*t);

pb.p = 45%pi/180*ones(size(t));
pb.xe = [pb.x;pb.y;pb.pl;

pb.xdot = pb.A*pb.om*cos(pb.om*t) ;
pb.ydot = pb.A*pb.om*sin(pb.om*t) ;
pb.pdot = zeros(size(t));

pb.xedot = [pb.xdot;pb.ydot;pb.pdot];

Y$Matrix K
pb.K = 1xeye(3);

Y o o e

%Solve ODE system for case ’inverse analytic Jacobian’

%% Initial stat -> assign consistent IC

q0 = fsolve(@(x)algsys_ic(x,pb.xe(:,1),r),randn(3,1));
x0 = q0;

[ty,y] = odelbs(@(t,x)ode_inv_anaJac(t,x,r,pb),t,x0);

y A
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%% Compare with forward kinematics
fk = zeros(size(y));
for j=1:length(ty)
fk(:,j) = forward_kinematics(y(:,j),r);
end

Y o
%0utput

out.t = ty;

out.q =y;

out.fk

]
Hh
~

Y o
%Plotting

vt = vy,

%%Build homogeneous transformations
for j=1:size(vt,1) Y%generalized coords q_1, q_2, q_3
for k=1:size(vt,2) Y%time
H{j,k} = [cos(vt(j,k)),-sin(vt(j,k)),0,r.a(j)*cos(vt(j,k));...
sin(vt(j,k)), cos(vt(j,k)),0,r.a(j)*sin(vt(j,k));...
0,0,1,0;...
0,0,0,1];
end
end

h%Determine position and orientation of joints
for k=1:size(vt,2) %time

J{1,k} = H{1,k};
J{2,k} = H{2,k};
J{3,k} = H{3,k};

for j=2:size(vt,1) Y%generalized coords q_1, g_2, q_3
J{j,k} = J{j-1,k}*H{j,k};
end
end

%hExtract rotation matrix and translatory vector
for k=1:size(vt,2) Y%time
d{1,k} = zeros(3,1);
d{1,k} = zeros(3,1);
for j=1:size(vt,1) Y%generalized coords gq_1, g_2, q_3
d{j+1,k} = J{j,k}(1:3,end);
R{j+1,k} = J{j,k}(1:3,1:3);
end
end

%%Build plot

tt = [0.25,0.5,0.75,1.0];
for j=1:length(tt)
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dummy = find(ty>=tt(j));
time_selected(j) = dummy(1);
end

col = colormap(parula(length(tt)+1));
figure; hold on; grid on;
plot(pb.x,pb.y, ’k--2);
for j=1:size(vt,1)
m=1;
for k=time_selected
if k==time_selected(1)
plot ([d{j,k}(1),d{j+1,k} (1)1, [d{j,k}(2),d{j+1,k}(2)],’-",...
’color’,col(m,:));
plot(d{j,k}(1),d{j,k}(2),%0’, ’Markersize’,10, ’color’,col(m,:));
plot(d{j,k}(1),d{j,k}(2),’.’, Markersize’, 10, ’color’,col(m,:));
else
plot ([d{j,k}(1),d{j+1,k} (1], [d{j,k}(2),d{j+1,k}(2)],’->,...
>color’,col(m,:));
plot(d{j,k}(1),d{j,k}(2),’ko’, ’Markersize’,10,’color’,col(m,:));
plot(d{j,k}(1),d{j,x}(2),’k.’, Markersize’,10,’color’,col(m,:));
end
m=m+1;
end
end
m=1;
for k=time_selected
plot(d{4,k}(1),d{4,k}(2),’d’, Markersize’,10,’color’,col(m,:));
text (d{4,k}(1),d{4,k}(2),sprintf (°$~"t=V1.1£$’ ,ty(k)), ...
>Interpreter’,’latex’,’fontsize’,12);
m=m+1;
end
plot (0,0, ko’ , ’Markersize’,10);
axis equal;

/A

% Subfunctions

function out = ode_inv_anaJac(t,x,r,pb)

/)

qQ=x;

J = anaJac(q,r);

xed = interpl(pb.t,pb.xe’,t)’;
xedotd = interpl(pb.t,pb.xedot’,t)’;
xe = forward_kinematics(q,r);
err = xed-xe;

out = J\(xedotd+pb.K*err) ;

function out = forward_kinematics(q,r)
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%#Reduced version

YA

out = [r.a(1)*cos(q(1))+r.a(2)*cos(q(1)+q(2))+r.a(3)*cos(sum(q));
r.a(1)*sin(q(1))+r.a(2)*sin(q(1)+q(2))+r.a(3)*sin(sum(q))
sum(q)];

function out = geoJac(q,r)

b

%Reduced version

)

out = [-r.a(1)*sin(q(1))-r.a(2)*sin(q(1)+q(2))-r.a(3)*sin(sum(q)), ...
-r.a(2)*sin(q(1)+q(2))-r.a(3)*sin(sum(q)), ...
-r.a(3)*sin(sum(q));. ..
r.a(1)*cos(q(1))+r.a(2)*cos(q(1)+q(2))+r.a(3)*cos(sum(q)),. ..
r.a(2)*cos(q(1)+q(2))+r.a(3)*cos(sum(q)), ...
r.a(3)*cos(sum(q));. ..
ones(1,3)];

function out = anaJac(q,r)

b

%Reduced version

b

%Recall that the 3DOF manipulator corresponds to a single
%orientation around the z_0-axis with an angle corresponding to the
%sum of the \vartheta_j angles.

b

%=> analytic and gemetric Jacobian match in this case

b

out = geoJac(q,r);

function out = algsys_ic(q,des,r)

)

f = zeros(size(q));

f(1) = r.a(l)*cos(q(1))+r.a(2)*cos(q(1)+q(2))+r.a(3) *cos(sum(q));
£(2) = r.a(l)*sin(q(1))+r.a(2)*sin(q(1)+q(2))+r.a(3) *sin(sum(q));
£(3) = sum(q);

)

out = f-des;
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4.3.5.2 Ansatz iiber die transponierte analytische Manipulator Jacobi—-Matrix

Ein alternativer und im Allgemeinen rechnerisch effizienterer Ansatz basiert auf der Verwendung
der transponierten analytischen Manipulator Jacobi-Matrix. Sei K eine positiv definite Matrix, dann
erfolgt hierbei die Berechnung des Gelenkgeschwindigkeitsvektor geméal

q=Usq) KAxS. (4.85)

Die Formulierung dieses Differenzialgleichungssystems basiert auf der Verwendung der Lyapu-
novschen Stabilitidtstheorie und ist Gegenstand von Aufgabe 4.13.

Aufgabe 4.13. Zeigen Sie, dass die zeitliche Anderung von V(Axy) = %(sz) Tk Ax} mit der positiv
definiten Matrix K unter Beriicksichtigung von (4.85) auf

V= (Axp) K% - (Ax)) KT (q) U (q) T KAx;,
fiihrt. Zeigen Sie damit fiir den Fall *x; = 0 bzw. *x} konstant, dass die rechte Seite die Bedingungen

V <0 fiir alle Axj # 0 erfiillt. Hieraus folgt wegen V(Ax}) > 0 fiir alle Ax} # 0 und V(0) = 0 die
asymptotische Konvergenz der Losung zu Axj = 0.

Im Sonderfall eines nicht-leeren Nullraumsker(J¢(q))T # @, ist mit *x} = 0 die Matrix KJ3(q) Uz (q)) Tk

nur negativ semi~definit, so dass ein Axj, # 0 existiert, fiir das gilt V = 0. Die bedeutet, dass die Losung
von (4.85) auf q = 0 bei nicht verschwindenden Fehler sz # 0 fiihrt. Nach [1] tritt dieser Fall jedoch
nur auf, wenn die vorgegebene Pose nicht von der momentanen Konfiguration aus erreichbar ist.

Das zu (4.85) gehorige Blockdiagramm zeigt die folgende Abbildung.

|

| |

Abb. 4.14: Blockdiagramm des Ansatzes (4.85).
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Anmerkung 4.5

Neben den beiden genannten Algorithmen existiert eine Vielzahl anderer Ansétze, die an Stelle
der Gelenkgeschwindigkeiten bzw. der differenziellen Kinematik eine Darstellung in Form der
Gelenkbeschleunigungen nutzen. Zudem kénnen so genannte Quarternionen in die Formulie-
rung integriert werden, wodurch Singularitdten vermieden werden. Der interessierte Leser sei
hierzu auf [1] verwiesen.

4.4 Kinetik von Robotersystemen

Zur Beschreibung der zeitlichen Dynamik eines Robotersystems, welches Kriaften und Momenten
(z.B. durch die Antriebsmotoren) unterliegt, werden im Folgenden die Euler-Lagrange-Gleichungen
bzw. die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art herangezogen, welche in Abschnitt 3.4 bereits eingefiihrt
wurden.

4.4.1 Euler-Lagrange-Gleichungen

Aufgrund der in Kapitel 3 bereits erfolgen detaillierten Darstellung der Konzepte, werden nachfol-
gend nur die wesentlichen Schritte nochmals aufgegriffen und in den Kontext der vorangegangenen
kinematischen Analyse von Robotersystemen gesetzt. Mit der Lagrange-Funktion L = Wy, — Wpot
folgen die Bewegungsgleichungen im Gelenksraum unmittelbar aus den Lagrangeschen Gleichungen
2. Art

d o 0
L 4.86
dtoq, aq ) . (459

In Kapitel 3 wurde fiir die kinetische Energie des Systems gemal (3.86) der Ausdruck

1 N C AT - N -
Wkin=§c7T(Z{mj((]v)g'f(q)) (]v)g'](q)+((]w){)(q)) Ij(fw){)(q)})q (4.87)
j=1

ermittelt, wobei die folgenden Beziehungen fiir die translatorische Geschwindigkeit v(S)'] des Starrkor-
perschwerpunkts

vl =0y (@) (4.88)

und fiir die Drehwinkelgeschwindigkeit
w! = Ul (@q (4.89)

in Abhéngigkeit der jeweiligen Manipulator Jacobi-Matrizen und den generalisierten Koordinaten
ermittelt wurden. Deren Ubertragung auf die in diesem Kapitel eingefiihrte Beschreibung mit der
Denavit-Hartenberg—Konvention ist Gegenstand der folgenden Ausfiihrungen, so dass vorausgesetzt
wird, dass sdmtliche eingefiihrten Koordinatensysteme dieser Konvention entsprechen.

Fiir einen Roboterarm, der aus einer Sequenz von n starren Links besteht, welche durch Schub- und
Drehgelenke verbunden sind, konnen mit (4.52) bzw. (4.58) die einzelnen Beitrdge zur geometrischen
Manipulator Jacobi-Matrix zwischen Basis— und Endeffektor-Koordinatensystem bestimmt werden.
In analoger Weise kann die geometrische Manipulator Jacobi-Matrix vom Basis—-Koordinatensystem
zum Koordinatensystem (0;_; x;—1 ¥i—12;—1) des i—ten Links ermittelt werden, was auf
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; g [it,@ i@ ... ji,@ o0 .. 0
' ! i Y 4.90
T@= )t g []Lw(q) Ba@ . Jlo@ 0 .. 0 (4.90)
fihrt, mit den Spaltenvektoren
i@ e,
= , (4.91)
Jiw@ 0
fiir ein Schubgelenk bzw.
it (@ e X(ps’i—dl‘l)
P aam(Fo — %o (4.92)
Jz,w(‘f) €z,

fiir ein Drehgelenk. Hier ist pg'i der Vektor zum Schwerpunkt des i—ten Links. Mit der translatori-
schen Geschwindigkeit vg” des Schwerpunkts von Link i und der Drehwinkelgeschwindigkeit wé
ausgedriickt durch den entsprechenden Anteil der geometrischen Manipulator Jacobi-Matrix

vy =15 ()q (4.93)
wh=JL(@)q (4.99)

ergibt sich der Anteil des i—ten Links an der kinetischen Energie des Gesamtsystems zu
1 g, A . . . _
Wi = 3midt” @) " Ty @i+ 54" U4 @) " Ry@ IR @) T, (@) 4. (4.95)

Hierbei bezeichnet m; die Masse des i—ten Links, Ré die Rotationsmatrix zum Inertial- bzw. Basis—
Koordinatensystem (0 xp yozo) und I l’ den Trigheitstensor des i—ten Links in dessen lokalen Koordi-
natensystem. Die kinetische Energie des Gesamtsystems folgt entsprechend zu

Wain= Y Wi = 54" L | mi(7, @) T @+ Uy @) Ry @R @) ], (@) (4.96)
i=1 i=1

V)

= M(q)

Die potenzielle Energie umfasst die Anteil infolge der Gravitionskraft, welche sich gemiR (3.82)
zu

n
Whot = Z pot—Z [0 0 g]pdim. 4.97)

ergeben, wenn die Gravitionskraft in Richtung der negativen zo—Achse wirkt.

Anmerkung 4.6: Beriicksichtigung von Antrieben

Die Antriebe der Gelenke kénnen verschiedenartig in die mathematische Beschreibung inte-
griert werden. Ein Ansatz besteht darin, deren Anteile an der kinetischen und der potenziellen
Energie zu beriicksichtigen. Dabei ist die spezielle Konfiguration und Montage der Antriebe
sowie das Vorhandensein von Getrieben zu beachten. Grundsétzlich werden deren Anteile an
der kinetischen und potenziellen Energie analog zu den vorherigen Ausfithrungen beschrieben,
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wobei Anteile (z.B. Stator) auch der Masse m; sowie dem Tragheitstensor I ll des Links zuge-
rechnet werden kénnen. Diesbeziigliche Beispiele sind [1] zu entnehmen. Im Weiteren werden
Antriebe in der Form von nicht-konservativen generalisierten Kraften (und Momenten) Qlfw in
den Modellgleichungen beriicksichtigt.

Anmerkung 4.7: Beriicksichtigung des Endeffektors

Wenn der Endeffektor mit der Umgebung interagiert, d.h. durch den Endeffektor oder auf
Endeffektor Krédfte und Momente wirken, dann kénnen diese ebenfalls den nicht—konservativen
generalisierten Kréften hinzugefiigt werden. Bezeichne f{ die wirkenden Krifte und Momente,
dann gilt

Q"= (%) f¢ (4.98)

mit der geometrischen Manipulator Jacobi-Matrix des Endeffektors.

Die Bewegungsgleichungen ergeben sich aus der Auswertung von (4.86), was auf

M(q)g+C(q,9)q+g(q)=Q—-Q"° (4.99)

bzw. in Komponentenschreibweise

n n n
> M@+ Y. Y Hiju(q,idqud; +gi(q) = Qi — Q% i=1,...n (4.100)
s s s

fiihrt. Fiir eine weitere Interpretation und eine Darstellung mit den Christoffel-Symbolen erster Art
wird auf Abschnitt 3.4.4 verwiesen.

Beispiel 4.9 (Bewegungsgleichungen des planaren Drei-Gelenk-Manipulators). Wie in Abbil-
dung4.15 gezeigt wird, sollen die Schwerpunkte S;, i = 1,2,3 der einzelnen Links des planaren
Drei-Gelenk—Manipulators jeweils mittig in der Verbindung zwischen den Gelenken liegen.

Ys

N

U3

Y2 Ss X’

Abb. 4.15: Planarer Drei-Gelenk-Manipulator.
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Mit den Ausfiihrungen aus Beispiel 4.5, den Vektoren zu den Schwerpunkten der Links

r a a
5 Co, aicy, + 5y, +0,
S,l_ ay 572_ ap
Po = |20 |, Po = |Q1S9,+ 359,40, |
0 0

r a

o [@co + 209,49, + 5 Co,+9,+0;
9 a

p() - al 8191 + a28191+192 + 7351914'1924'193

0

und den Vektoren d(l)‘l, 1=1,2,3 gemdfs (4.60) zu den Urspriingen der Koordinatensysteme, folgen
die geometrischen Manipulator Jacobi-Matrizen zu

[—%s9, 0 0]
Fcg, 0 0
1
1oy [ Jv@] 0 00
F@=1mam=1 o oo
0 0 0
1 0 0]
_alsﬁl - %S{)l"’ﬁz
) a 6191 + %6’314-192
2 | Jv@)] _ 0
F@=1zg|= 0
0
1
I3 (q)
3 _ v
I(q) = ]2,(5])

a
a1 Cy,+ aAzCy 19, + 73 S91+0,+9;
0

0
0
1

Mit den Rotationsmatrizen

, Cpi —Sp; 0
R(l) = S(Pl C(pl 0 y i= 1,2,3
0 0 1

fiirp; = Zle 9; und der Hauptachsen—Eigenschaft der Koordinatensysteme, welche auf eine Dia-
gonalform von I; fiihrt, ergibt sich die kinetische Energie des planaren Drei-Gelenk-Manipulators

zu
1. .
Wain = 5. (Mo (@) + Mo (@)
mit dem ersten Anteil der Massenmatrix

M, (q) = M, (q) + M>(q) + M (q),

_a? S{)Z
2
2 €,

@

_— o O O
[=elolBolNeoNe)

r a: a: a. h
—A1S9, — A259,+9,~ 5 S+ 0,405 —A259,+9,— ajs 9,409,495 —6{738191+192+193
a20ﬁ1+192 +73s191+192+193 ?3819]‘“92‘“93

0
0
0
1

0

0
0
1

(4.101)
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wobei fiir die einzelnen Terme die folgenden Beziehungen gelten

T Pzal 0 0
My(q@)=mi(J, (@) Jy(@=mi| O 0 Of,
| O 0 0
[ 2
as + azco, ar + % ;11612 (az+2aicy,) 0
2 2. 0T g2 2
M, (q) = mz(],,(t])) Ty (q) = my iaz (az +2611€{)2) % (1
0 0 0
T
M (q) =m3(J3 (@) T5(q)
3 3 3
My, My, ) M; 4
=ms M3, a+azco,ar+ 5 tas(as+2azcy,)
2
103 (as+2azcy, +2a1cg,40,) 13 (az+2azcy,) %

2

a

3 _ 2 2, %
M; | = aj + (2azcy, + ascy, o) a1 + a; + L T a2asco

3 2 a; 1
M7, =a5;+ascyg.ar+—+aj|acyg, + —asc
1,2 2 3193 2 4 1 2192 2 3'192+193

1
3
M;4= ne (as +2azcg, +2arcg,+9,)-

Der zweite Anteil der Massenmatrix ergibt sich zu

3 . . . .
Mo (@)=Y (7, (@) RIIRYTL (q)
i=1
Il,zz + IZ,zz + Is,zz IZ,zz + I3,zz I3,zz
= Iz,zz + I3,zz Iz,zz + IS,zz IS,zz y
IS,zz I3,zz I3,zz

wobei fiir einen Stab I; ,, = mi% gilt. Offensichtlich ist M(q) symmetrisch.
Die Auswertung von (4.97) liefert (hierbei ist zu beachten, dass in der Aufgabe das Schwerefeld in
Richtung der negativen ey,~Achse wirkt) die potenzielle Energie

ay az
Whor = m1g?Sal + ng(alsf)l + ?sﬁl+192)

as
+ m;.;g(ollsﬂ1 + azsg, +9, + 73,91+,92+193). (4.102)

Die Antriebe in den Gelenken werden als externe Drehmomente T ;um die jeweiligen z;_1—Achsen
angesetzt, was auf die nicht-konservativen generalisierten Krdifte (siehe Anmerkung 3.4)

0 0 0 T,
Q=Q=(u@)" | o [+Ua@)| o [+Ui@) |0 H (4.103)
T3

=7 T,~ T3 T3

fiihrt. Hierbei wurde angenommen, dass der Antrieb im Gelenk 2 (3) starr mit Link 1 (2) verbunden
ist. Mit diesen Vorbereitungen liefert die Auswertung der Lagrangeschen Gleichungen 2. Art (4.86)
die Bewegungsgleichungen des Manipulators, welche aufgrund der Ubersichtlichkeit im Weiteren
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nicht angegeben werden. Fiir die eigentliche Berechnung ist es empfehlenswert von den Christoffel-
Symbolen Gebrauch zu machen.

4.4.2 Direkte und inverse Dynamik

Der Begriff der direkten Dynamik bezieht sich auf die Bestimmung der Vektoren der Gelenkbeschleuni-
gung ¢ (), der Gelenkgeschwindigkeit g (#) und der Gelenkposition g (¢) bei der Vorgabe der wirkenden
Momente bzw. Krifte Q(¢) fiir bekannte Anfangsbedingungen q (0) = g° und g (0) = 4. Dies ist insbe-
sondere fiir die Simulation des Manipulators und dessen dynamischer Analyse von Bedeutung. Hierzu
ist offensichtlich (siehe auch Anmerkung 3.7) die numerische Lésung des nichtlinearen Systems
von gekoppelten Differenzialgleichungen (4.99) notwendig, wozu geeignete numerische Verfahren
genutzt werden miissen. Diese basieren zum einen auf der Einfithrung von Zustandsvariablen und
der Uberfiihrung des Systems von n gewohnlichen Differenzialgleichungen 2. Ordnung in ein System
von 2n gewdhnlichen Differenzialgleichungen 1. Ordnung (siehe Anmerkung 3.7). Zum anderen exis-
tieren spezielle numerische Losungsverfahren, welche direkt auf das Differenzialgleichungssystem
2. Ordnung angewendet werden kdnnen. Dies umfasst beispielsweise den Newmark-Algorithmus
[8] und dessen Varianten oder auch so genannte symplektische Integratoren, die fiir konservative
Systeme die Eigenschaft der Energieerhaltung auch in der numerischen Lésung beibehalten.

Dem gegeniiber betrifft die Problemstellung der inversen Dynamik die Frage der Berechnung der
wirkenden Momente bzw. Krifte Q(¢), die notwendig sind, um einen gewliinschten Verlauf der Ge-
lenkbeschleunigung ¢ (¢), der Gelenkgeschwindigkeit g (#) und der Gelenkposition g (¢) zu erzielen.
Hierbei sind zudem auf Endeffektor wirkende Krifte Q"%¢(f) und deren zeitlicher Verlauf zu beriick-
sichtigen. Die Verbindung zur inversen Kinematik bzw. zur inversen differenziellen Kinematik sind
dadurch gegeben, dass q (t) bzw. g (¢) durch die entsprechenden Verfahren ermittelt werden kénnen,
um einen entsprechenden Verlauf der Pose im Operational Space zu erzeugen. Deren weitere Diffe-
renziation fiithrt auf g (), wobei eine ausreichende Differenzierbarkeit der Trajektorien vorausgesetzt
bzw. garantiert werden muss. Im einfachsten Fall eines so genannten vollaktuierten Manipulators, bei
dem jeder Freiheitsgrad g; durch eine Kraft Q; beeinflusst werden kann, ist es moglich unmittelbar
die Losung der inversen Dynamik anzugeben

Q=M(q)§+C(q,q)q+g(q) +Q . (4.104)

4.4.3 Darstellung im Operational Space

Wie in [1, Kap. 7.8] dargestellt wird, liefert die Verwendung der Euler-Lagrange—Gleichungen eine voll-
stindige Beschreibung der Manipulator-Dynamik nur fiir den nicht-redundanten Fall (vgl. Abschnitt
4.3.3.1). Fiir einen redundanten Manipulator konnen interne Bewegungen auftreten, welche durch
die generalisierten Krafte hervorgerufen werden, die nicht die Bewegung des Endeffektors beeinflus-
sen. Ziel dieses Abschnitts ist die Ermittlung eines mathematischen Modells, welches die Beziehung
zwischen den wirkenden generalisierten Kréften und der Pose des Endeffektors im Operational Space
fiir nicht-redundante und redundante Manipulatoren beschreibt®.

Bezeichne im Weiteren

p.(q)

)| =K@ X ERT

x;(q) =

5Im Weiteren werden die Bezeichnungen fiir das Basis—Koordinatensystem (Subskript b) und das Inertialsystem (Subskript
0) wiederum redundant verwendet.

4.4 Kinetik von Robotersystemen

113



die Pose den Endeffektors, d.h. einen minimalen Satz an Variablen des Operational Space. Mit der
in Abschnitt 4.3.4 definierten analytischen Manipulator Jacobi-Matrix /¢ (q) gilt fiir dessen zeitliche
Anderung

Iy (@)
Jg (@)

_O0k(q)

x=J@q, Ji(q)= i

Die entsprechende Beschleunigung erhélt man durch nochmalige Differenziation

=TI @q+iigq. (4.105)
Mit den Bewegungsgleichungen im Gelenkraum (4.99) aufgel6st nach dem Beschleunigungsterm

P —1 PN -1 —1 nc,e

q=-M "(q)C(q,.9)q-M “(q)g(q)+M "(q)(Q-Q™™")
folgt somit

X =—Jo@M (q)Clq,q)q-Te (@M (q)g(q)

+Ie @M (@Q - Q") +Ji(q)g. (4.106)

Durch die inverse (algebraische) Kinematik und die inverse differenzielle Kinematik kénnen q und g
durch x} und & ausgedriickt werden, was fiir die weiteren Ausfiihrungen vereinfachend schematisch
durch g = q(x}) und g4 = g4 (x}, x}) ausgedriickt wird. Seien

et = [ @0 ) @107
Ce (xf, )5, = M (x5) (75 ()M~ (9)C(q, &) - J5 (@) ) a0 (4.107b)
8:(x) = Me DL @M  @g@)| o (4.1070)
Q- Q=MD s@M @)| L @-0), (4.107d)

dann ergibt sich aus (4.106) die Darstellung
M (x9) 8 + Cyp (X5, £5)8 + 8, (x5) = Q — Q1. (4.108)

Hierbei ist zu beachten, dass J¢(q) M1 (q)(J%(q)) " genau dann invertierbar ist, wenn J(q) vollen
Rang besitzt und damit kinematische Singularitdten sowie Darstellungs-Singularitdten ausgeschlos-
sen sind. Unter dieser Bedingung gilt (4.108) sowohl fiir nicht-redundante als auch redundante
Manipulatoren. Im Fall eines nicht-redundanten Manipulators vereinfachen sich die eingefiihrten
Matrizen zu

Gl )} = (U5 @) " Cla - M IS@)a| o (4.1092)
b” b’*b

e e -T
_ 4.109b
8x(x}) (]x (q)) |q:q(xf;)y‘7:‘7(x2’xi) | |
T

Q.- Q=) (Q-Q"°). (4.109¢)

’q:q(xg),ii:i](xg,x;;)
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